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4�p?s r�}~p�q,r s r's r�� v*��� q{w��?q,t���s }~p�}~p?q�� r qcv��kw~q
	=q���
�� s��$q�� v$�_}~w�v��9r }�w�| }�q��$s q,r��Uv*w

w~v � v$}�rC3?rC}~q{�-w�q�� s | � s�� s }C3k| �=t	|��?}~v*�?v$�+3 <z4�p?sNr\}~p�q,r s r rCp?v,�.r }�p=| } w~q
	=q���� v*�Z}�w~v��=s r

|��=r q
������� v*��� q���}��Uv*w�|�� p?s q{u_s ���+w�v � v$}DrC3?rC}~q{� r�|��Uq{}C3 �?w�q�� s | � s�� s } 3�| �=t�w~v � �=r }��?q,r�r <

4�p?q�w~q!	=q��_s u`q"� v$���	|,�=t$#�� }�q{w%�Uv*w+v � rC}�|��
� q"|{u`v$s t?| ��� q�tZq,r&� w~s � q�t s ��}~p�sNr }~p�q,r s r

sNr�|$� |$rC}���v*��
'� s �?q | � t(� |,s)�Nr�|��Uqev � rC}�|��
� q |{u`v$sNt�| ��� q���q{}�p?v_t }�p=| }*�?w�v$}�q�� }�r	}�p?q

r 3�r }�q{�+�Uw�v$� q{w�w~v*�?q{v�� r'p?s��$p?q(w,
�� q{u`q��-� v*����| � t?r <�4�p?q.	=q{q�
Uw~q!	=q��_q,r7s �Z}�w~v_t���� q,t

s ��}�p?sNr�}�p?q,r s r�| w�q/� |$rC}��av$��
�� s �?q���q{}�p?v_t?r�}~p | }0�?w~v*}~q�� }�}~p?q�rC3?rC}~q{�1�Uw~v*����v,u_s ���

v � r }�|��
� q�r <

4�p?s r�}~p?q,rCsNr�����w~}~p�q{wDr p�v � r }�p=| }Dw�q
	=q��2� v$�_}~w�v��3�{|,� � q��=rCq,te|$rD| �es �4�=v$w~} | �_}

� v*���=v*�?q{�_}+v5�6� v*����� q���|��?}~v*�?v$��v�� r	r 3�r }�q{�	r <�5&s)�*p�� 3 q
7*� s q �Z}�r8� � �*v`|��)
 � |$r~q,t

s s



�=|,}~p ���N| ���?q{w�r��?}�s)� s � s ���c}~p�qcw~q!	=q��_s u$q � v$���	|,�=t # � }~q(w�|$r�| � v �{|5�.v��=q{w | }~v*w�| w�q

tZq,r&� w~s � q,tO<^4�p?q � r qzv5�=w�q
	=q�� � v*�Z}�w~v���| � t #��_q,tD|�� }�s v*�%� | }~}�q{w~� rgs � |,�+|��?}~v*�?v$��v��=r

r v*�=| w&
 � |$r~q,t���v*w,�Ntc��|5���?s ��� r,��p?q{��q sNr9|5�NrCv"tZq,r,� w~s � q,tK<D4�p?q+w~q
	 q��Zq�r&|,�=t v*}~p?q(w

� v,� 
�� q{u`q�� � q{p=|{u_s v*w�r�s �_}~w�v_t���� q,t�s �e}~p�sNr�}~p?q�r sNrD|,w~q����?��� }�s v$� |5�)� 3�rCs �4��� q �Kq��Zq��
�?}~q

u`q{w�3�� �?s � � � 3��?| � to|��)� v � �Uv$w.��v_t����N|,w�|,�=t	s ��� w~q{��q{�_}�|5�QtZq,rCs)�$�Q<

4�p?s r }�p?q,rCsNr ���?w�}~p?q{w9tZs r,�
�=r�r q,r�p�v ��w~q
	=q��Zq,r�rCp?v����Nt � q � v$�=rC}~w&��� }~q�t }�v � q6�=r q�


����� �=| �=tcp?v,��rC}�| � s)� s }C3	v$w � 3��!� s �����?w�v � � q{�	r �{|,� � q�|{u`v$sNt_q,t	��p?q{��|*t?tZs ���	w~q!	=q��

��v_t���� q�r7}~ve|�rC3?rC}~q{���Iv*w � �?s��NtZs ���"|�r 3�r }~q(� � v*�=r s r }�s ���"v5�9w~q
	=q�����v_t���� q,rk| �=t

v$}�p?q{w+}C3 �Sq�r v5�0� v � 
�� q(u`q�� � q(p=|{uZs v$w�|�����v_t ��� q,r <�4�p?q�v ��� q�� }~s u`q	v5�9}~p?s r }~p?q�r sNr s r

}�v+tZq{��v$� r }~w | }�q7}�p?q �=rCq
����� �?q,r~rzv5�^w�q
	=q�� 
'� s)�*q � v*�Z}�w~v�� �Uv*w�w~v � v*}.r 3�r }�q{� w�q�� s | � s�� s }C3

|,�=t�|5�?}�v$�?v*�+3	}~p?w�v����*p�}~p?q�� �?��q{w~v��=r s ����� q{��q{�_}�| }�s v$�=r tZq,r,� w~s � q,t �?| � t ��w~q,rCq{�Z}

��q{}~p�v_t?r �Uv*w �=q{w8�Uv*w~��| ��� qk|,�=|5� 3?rCsNr.| �=t"tZq,r s��$��v5�Yw~q!	=q�� 
'� s)�`q � v$�_}~w�v��^r 3�r }�q{��r <

s s s



� ����� ���	�
����� ��� 
��

����������

 ���

� � � �����

� � ����
����  "! ��# � �%$

��$�
 � � ���&$

' �(�)�%* � ! ��# � �%$



���������
	��
���������������

4�p?q{w�q�| w�q��	|,�Z3 �=q{v���� q	}~p | }+��q(w~q	s �=r }�w,�?��q{�_}�|5�zs ��p?q����?s ���"��q � v$�4��� q(}~q�}~p?s r

}~p�q,r s r\| �=t��+37q�t����{|,}~s v*�=|5���*v`|5� r <��Is w�rC}��_@g� v���� t�� s)�`qz}~vD}�p=| ���+�+3k}~p?q�r sNrz|*tZuZs r v*w

y&w(<\>�3_| }~}.E.q{���	|,� �Z��p�v`r qD� v$w,����|$r�}�p?q�s �=r8�?s w�|,}~s v*�.�Uv$w��+3���v$w&� ��| �=t	��p?v r q

q�� �=q{w~}�sNr q � � w~q�| }~s uZs }C3 �Sq(�Z}�p��=rCsN|*r ��� ���=tZq{w r }�|,�=tZs �����Y| �=t � v$�4��� q{}�q�| �=t��$q(�?q{w~v��=r

r8�����=v$w~}Y�	|*tZqz}~p?s rO}~p?q,rCsNr �=v`r�r s � � q`<z;`q�� v*�=t �*@S� v���� t � s)�`q^}~v.}~p=|,���D�+3 � v$����s }~}~q(q �

y&w(<�;`}~q{u`q��\p?s)��� s��=r
�_y&w(<�� w | ��� 8cq{w�|,}��_| �=t�y&w(<���v��*q{w � �?s �?���Uv*w�}~p?q{s w�}�q�� p��?s �{|��

|$r�r s r }�|,��� qD|,�=t	}~s ��q`<Y@I��v����Nt����?w~}�p?q{w � s)�`q�}�v }~p | ����8cw(<
!3�=|,�=t?| v#"=p | ���/�Uv*w�p?s r

s �_u*|5���=| � � q�}~q�� p?��s �{|��a|$r�r s r }�|,��� q`<

@&� v���� t�|5� r v�� s)�`q+}�vc}�p=| ��� 8cs ��p=|,q��z2�w�|,�?s � �_3c�+3 ��w~q,tZq�� q,r~rCv$w��I��p?v r q	� v$w,�

�?w�v u_sNt_q,t���q ��s }�p sNt_q,|$r^| �=tDs �=r �?s w | }�s v$� �`| �=tD��p?v`rCq � v$�_}~s ����q,tD|$r~rCsNrC}�| � � q�p?q��)�=q,t

}�p?q0�?w~v��$w~q�r~r s v$��v��\�+3	� v$w&�O< @�|,� |��NrCv��*w�| }�q
����� �Uv*w&}�p?qDs �=r �?s w | }~s v$� �=|*r~rCsNr } | ��� q �

|,�=t)rCv5�U}C��|,w~q+��p?s � p"��|*r �?w~v,u_sNtZq�tc}~v	��q � 3c�+3.�Uq���� v,��r }&�=tZq{�_}�r%$'&�s �=|{3cB�w�sNr p�


�=|*r � | �+3 �=8�|,w,��y&v*w~p?s �����=y9|�u`q+69r � v*w~� �K| �=t"2�w~s | ��8�|,}~p?q{�.rCv$�a<

@D|,� s �=t_q � }~q�t)}~v |5�)� �+3 �Uq��)� v,� r },� tZq{�_}�r ��p?v���|$tZq�}~p?q�8cq�� p=|,}~w�v$�?s �{r%� | �

|*��� q,|*r~|,�Z}0��� |�� q�}~v"��v$w&�O<�4�p?q,rCq��=q{v���� q	s ���
���=tZq�:�rCp?w�|��.BD| p?� ��(.w~q��)( � v`r�r q{w��

�Iq(}~q{w*�\|���� ����v$�?�_3�;`p=|5� q{u �\4av$�_3�2 �?v�� �\8cs } � p,+Os u�r }�v$�?q �zB � v��.-zp������/-zp=| �
0 >�s)�)� sN|,�21 �3� v � q{w~} 2�w,���?�?q{w��54$v*p?��8�|,w~}~q(�=r
�_y&q,|,�#&zq��N|*r,� v��?;`v$p?q(s)�a;_|{3`q{p �3+Ov*w~�?q

u



4$q{���_s � r
�3-zw�| s���2�s w,�_p?s �+q(w��,E�|,}~p=|,� >ev`v_t?r
�_BD| ��|5�=;`v�� ���{| w�� ; q,| ��5&s)���$s � r
�`;`}~q{u`q

;`v*��q,r!� 4$v$�=|*r 6 � r~r v*� ��>)q(w~�?q{w�4�r q(������� v � q(w~}�5&v*w~�?s ����� 4$v r q��?p�-zq(�?s � � 4$v$p?�

8 �?w�w~s � �Iy9|�u_sNt�;_| w |�#K|,� �z: � q��?|,�=tZw,�.- | �4�=q,| � ��4`|�3,�\|,}~q�� �IB�q{u_s � 2�|5��� v�� �^| �=t

:�t?|,� 4$v$p��=r }�v$�a<

@&� v���� t � s��`q }~v�}�p=| �����+3��=| w�q{�_}�rD| �=t�s ��
'� |��.r �Uv$wk|5��� }�p?q{s w�s �_u*|5�)� | � � q+r8����


�=v$w�}{< �Is �=|��)� 3 ��@ ��v����Nt � s)�`q�}~v }~p=|,�����+3���s �Uq)-3�N|��=tZsN|��Uv$w�p?q{w�tZq{u`v*}~q,t�| �=t

�?��� v$�=tZs }~s v$�=|��^r8�����=v*w~}��K| � to�+3�r v$� 4`|�� v � �Uv*w � q{s ����r8����p"|��*v`v_t � v 3 <

4�p?s r'� v$w&�j� |$r+�	|*tZq*�=v`r~rCs � � qc}�p?w~v����$p�}�p?q"r8�����=v*w~}	v��D}~p?q�� < ;=<\y.q��?}{<�v5�

�\�?q{w&�$3	;_|,�=tZsN|kE�| }�s v*�=|5��+a| � v*w�| }�v`w~s q,r �?� tZq{w-� v$�_}~w |�� }�������

	���
�� � �?|,�=t�}�p?w~v����$p

}~p�q�r8�����=v*w~} v�� - :�@~; � 0 -zq{�_}~q{w �Uv*wk@ �_}~q��)� s)�*q{�`} ;`3�r }�q{� ��q,r q�| w ��p'1 �a| �=t/- :�8 �
0 -3� q{u`q�� | �=t+:9tZu*| ��� q�t+8�| � ��� |�� }&�?w~s ���*�\w~v��*w�|,�21Ys � -3� q{u`q�� |,�=t �Z6.p?s v?<z4�p?s r � v$w&�

� |$r\|��Nr v9r8�����=v$w~}�q,t � 3 E9@ ; 4 0 E�| }�s v$� |5��@ � r }~s },�?}�qzv5�^;`}�|,�=t?|,w�t?r\|,�=t+4aq�� p��?v�� v��$3�1�<

4�p?q(s w.r8�����=v$w~}.sNr �*w�|,}~q
������� 3�|�� �_�?v,� � q�t��$q,tK<

u_s
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�$< � 8cv$}�s u*| }�s v*� �Uv$w ��q
	=q��2-zv*�Z}�w~v��9�:�;�:�;�<�8�<�;�:�;�;�:�;�:�;�:�;� �

�$<>= 6 ��� q�� }�s u`q9| �=t"4�p?q,r s r&6.w,�`|,�?s � | }~s v$� �;�<�8�<�;�:�;�;�:�;�:�;�:�;� ?

@A6CB .�D&���	��!E�$�%�F
��&
��4�HGC��'A�$�,�"D�!#�I�%��JAK����	�$!L��������������������������������������������� M

=Z< � 4�p?q -zv$�4���?}�s ���	;`3�r }�q{� �:�;�;�:�;�<�8�<�;�:�;�:�;�;�:�;�:�;�<�8� �

=Z<>= 4�p?q � � - ��v � v$} �:�;�:�;�:�;�;�:�;�<�8�<�;�:�;�:�;�;�:�;�:�;�<�8� � �

=Z< � -zv*���
�)� r s v*�=r.| �=t�6&u`q(w~u_s q � �Uv$w�-zp=|5�?}�q{w�=N�:�;�:�;�;�:�;�:�;�<�8� � 	

O�6CP �IQ-�I.��$�:���SRT�,�"���% �KU
V�4� P �"�&���	���I�%������������������������������������������������������������� 5XW

�Z< � ��q
	=q��_q,r�|,�=t �Is)�_q,t�: � }�s v$� �\| }�}~q{w��=r�s �"2�s v�� v��$3Y�;�;�:�;�:�;�<�8� � 


�Z<>= 2�q{p |�u_s v*w�|�� ��v � v$}.:&w � p�s }~q�� }&�?w~q,rz|,�=t�@ �4��� q{��q �_}�| }�s v*�=r v��Y:&w~}�s #�


� s |5� ��q
	=q��_q,rzs � � v � v$}~s �{rZ�:�;�;�:�;�<�8�<�;�:�;�:�;�;�:�;�:�;�<�8� ���

uZs s



�Z< � : -3�N|*r~r s # �{|,}~s v*�cv��z:&w�}~s # � sN|�� ��q
	=q��_q,rN�<�8�<�;�:�;�;�:�;�:�;�:�;� =�


�Z< �Z< � : -3� |$r�r s # �{| }�s v$�"v5�Y}~p?q*��q
	=q��_q,r�y&q�r,� w�s � q,t�s �o}�p?sNr�4�p�q,r s r �
?

�Z< 	 -zv$� �
�)�=rCs v*�=r&|,�=t 6.u`q{w�uZs q � �Uv*w -zp |5�?}�q{w �N�<�;�:�;�;�:�;�:�;�:�;� 	I=

��6�� �"���  "24�	
��	���"� J D�
��I���C�$�4�$�	
��	���"� * �"� �����
	82��	D&�%���Y�X* P ��Q �I.

� �"�%�	�	�"������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ���

	?< � 4�p?q 	`y -3
 r �=|�� q (.q{�?q{w | }�v$w �;�;�:�;�:�;�<�8�<�;�:�;�;�:�;�:�;�:�;� 	 �

	?<>= -zv$� #����?w | }�s v$��; �=|�� q - |�� �
��� | }�s v$� r �:�;�<�8�<�;�:�;�;�:�;�:�;�:�;� ?
=

	?< � -zv$� �
�)�=rCs v*�=r&|,�=t 6.u`q{w�uZs q � �Uv*w -zp |5�?}�q{w 	 �<�;�:�;�;�:�;�:�;�:�;� � �


A6CP �IQ-�I.�� 'X� � �"���,�������"� � 'A�"�,��
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P �$�,��
����,��� � K ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �
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	?< � s��)���=r }�w�| }�q,r�r � q{q���u`v����?��q,r�tZq(w~s u`q�t��Uw~v*�1|5����w~v��Zs �	|,}~s v$�=r <

=_<z@ � | �es �_}~q{w r q�� }�s v$�cs r �=v`r�r s � � q � � r q+}~p�q��Sv*s �_}���q{}~p?v_tcs � � v$� � s �=|,}~s v*�c��s }~p
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rCs �4��� q � �?}4� v$�=rCq{w~u*| }�s u`q�|5����w~v��Zs �	|,}~s v$�=r v���v � r } |��
� q,r |,�=t�w~v � v*}�� s ����r7}�v

��p?q�� �	��p?q(}~p?q{w9| ��s �Z}�q{w�rCq�� }�s v$� r s r��=v`r�r s � � q �Q| �=t�s � rCv.��� | w�|,�Z}�q{q,tO<D4�p�sNr&s r

s��)���=r }�w�| }�q,t�s � �^s)����w~q 	?< 	?<

�Z<z@'��| ��s �_}~q{w r q�� }�s v$�AsNr��=v`r�r s � � q � �?}��?v$}����=|,w�| �_}~q(q,t � �=q{w8�Uv*w~� | � v*����� q{}~q

s �Z}�q{w�rCq�� }�s v*��� p?q��,�O<

Z1
Z2Z3

Z4 Tool approximated
as a cylinder.

Z1
Z2Z3

Z4
Sweep volume of
entire range of j3 & j4.

Z1
Z2Z3

Z4

Sweep volume of
entire range of j1, j2, j3, j4.

Z1

Z2
Z2

Z2

Limited sweep volume with
respect to j1 & j2, enclosed
by approximating disk.

B.

A.

�Is����?w�q 	�< �_xz: <=y&q{��v$�=rC}~w | }~q�r �����)�aw | ���*q+r � q{q��=r�v��z|4� 3 � s �=tZq{w |5���?w~v��_s ��| }~s v$�"v5�
}~p�q7}�v`v�� <�2�<�y&q{��v$�=rC}~w�|,}~q,r.| � |5����w~v��Zs �	|,}~s v$��v5� �=| w�}~s |5�^w�| ���$qkr � q{q��=r <

@ ��|��)�O}�p?w~q(q�rC}~q��=r�s �Z}�q{w�rCq�� }�s v*�	t_q{}~q{w���s �=| }�s v*���?w�v � q,t���w~q,r �Uv*w�tZs�
Oq(w~q{�_} r q{} r�v5�

v � r }�|��
� q�r�| w~q6�=r q�tO< ���?|,����� q,r�v5� r8� � p*�?w�v � q,t��?w�q,r.| w~q �

�$<z4av � p?q��,���Uv*wa}~p?qzs �_}~q(w�r q�� }~s v$��v��=}C��v.r8��p?q{w~q�rOv5�=w |$tZs��=r�� � | �=t � � �$t_q{}~q{w���s �?q
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Object 1
Object 2

Sphere 1
Sphere 2

d > R + R12 1 2
Intersection not possible

Inscribed spheres

R1

R1

R2

R2

d12

d12

d12 < R + R1 2
Obvious intersection

A.

B.

Inscribed objects
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}�p?q4� 3 � s �=tZq{w&
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� q9| w�q ��p=|,w�|�� }~q{w�s � q,t � 3 � 	�� � �� � � � �
� � � � �

�
� � � �

�

 � <
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v$�?q�r �?w8� |�� q	v��.v � rC}�|��!� q	}C��v�<c@ }�|5�NrCvc}�w,�?q	}�p=| }ks �&�^v$�?q*� v$w~��q{w v��.v � rC}�|��!� q

v$�?q�s r s �=r s tZq&v � r } |��
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v$�?q.��q �Uv*w�r �?w~q�p |�u`q.|,��s �Z}�q{w�rCq�� }�s v$�Q<I@'�K��q.r �=r8�=q�� }�|,��s �Z}�q{w�rCq�� }�s v$�+� q #=w�rC}
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 � w�q � ��s w~q(��q �Z}��
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� q �=|,}
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�Sv*s �_}�r <�@ }.r p?v����Nt � qk�?v$}�q,to}�p=| } � q
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q{���
� v`r s ���9r8�?p?q(w~q,r 0 � 3 � s �=tZq{w r 1 <a@'�=}~p?q v � rC}�|��
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A. B C

D

F

G

H

I

A intersects B,F,H
B intersects A,F,C
C intersects B,D
D intersects C,E,F,G
E intersects D
F intersects A,B,D,G
G intersects D,F
H intersects A,I
I intersects H

E

All sets are connected to all other
sets.
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Cycling

A. B.

Hysteris Region Hysteris RegionA. B.

Where the
robot goes.
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Trigger Region
Flee Reflex

Activation Region
Flee Reflex

Activation Region
Hold Reflex

Activation Region for Static Command
Filter = all space - obstacles.

+

++

Activation Region for command module
is all space.

Obstacles

Command
Module

Hold Reflex Flee Reflex

Precedence List

Reflexive Command
Filter
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Two opposing flee potentials causing a Local Minimum.

Local Minimum

Minimum Step Size
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